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Bakalárska práca je zamerané na nájdenie a popísanie matematického modelu, ktorý reko-
n¹truuje skutoèné súèasné nanèné náklady na zber a zvoz odpadu na úrovní obcí s roz¹írenou
pôsobnos»ou, ktoré nie sú ináè dostupné a sú potrebné na ïal¹ie plánovanie s vyu¾iteµným
odpadom. Na vytvorenie modelu sú pou¾ité znalosti z optimalizácie, ¹tatistiky a teorie grafov,
koré sú v texte zhrnuté. Model je aplikovaný na skutoèné dáta v prostedí GAMS. Výsledky
aplikácie sú okomentované a analyzované. Na základe tejto analýzy sú uvedené aj mo¾nosti
vývoja tohto modelu.
Summary
The bachelor thesis is aimed at nding and describing a mathematical model that re-
constructs the actual current nancial costs of collecting and collecting waste at the level of
municipalities with expanded scope, which are not easily available and are needed for further
planning in waste management. In order to create the model, the knowledge of optimization,
statistics and graph theory are summarized in the text. The model is applied to real data
in the GAMS environment. The results of the application are commented on and analysed.
Based on this analysis, there are also possibilities to develop this model.
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1 Úvod
V Èeskej Republike sa momentálne zrecykluje len okolo 16% odpadu a a¾ 64% komunálneho
odpadu sa skládkuje [14]. Motiváciou na zistenie týchto údajov na úrovní celej republiky je
novela zákona [12], podµa ktorej má od 1.1.2024 plati» úplný zákaz skládkovania neupraveného
odpadu, preto je nutné zvý¹i» mno¾stvo zrecyklovaného odpadu a nájs» vhodné vyu¾itie pre
zvy¹ný odpad, akým je napríklad energetické.
Pre plánovanie budúcich zmien, ktoré sú vyvolané touto novelou zákona, je potrebné ma»
informácie o súèastných nákladoch a tokoch odpadu, ktoré nie sú známe, preto vznikla baka-
lárska práca Operaèný výskum v oblasti recyklácie odpadu, ktorá je zameraná na vytvorenie
modelu, ktorý má slú¾i» na rekon¹trukciu nanèných nákladov za prevoz a spracovanie od-
padu, a rekon¹trukciu dal¹ích údajov v oblasti odpadového hospodártva (OH), ak sú známe
len èiastoèné ekonomické informácie.
Na zvý¹enie podielu recyklácie je toti¾ potrebné nielen vzdeláva» obèanov, ale aj vytvori»
ïal¹ie dotrieïovacie strediská, v ktorých sa odpad roztriedi na ten, ktorý u¾ nie je ïalej
vyu¾iteµný a ten, ktorý bude ïalej spracovaný, a recyklaèné závody, v ktorých sa daný u¾
vytriedený odpad spracuje. Na to je potrebné nájs» miesta, ktoré majú nielen výhodnú pozíciu
v sieti toku odpadu ÈR, ale aj tak, aby to bolo nanène efektívne pre obce. Podobne na
zvý¹enie percenta spáleného odpadu je potrebné vybudova» nové spaµovne na takých miestach,
ktoré sú výhodné aj z pohµadu obcí aj z pohµadu investorov.
Cieµom tejto práce je vytvori» základný model, z ktorého by sa postupnými modikáciami
dali tieto informácie odhadnú» na základe údajov dostupných z Institutu pro udr¾itelný rozvoj
mìst a obcí (IMURO), Èeského ¹tatistického úradu(ÈSU), Verejného informaèného systému
odpadového hospodárstva (VISOH),EKO-KOM a MONITOR.
V prvých kapitolách budú priblí¾ené základné pojmy popisnej ¹tatistiky, teórie grafov a
optimalizácie, ktoré boli pou¾ité v Bakalárskej práci. Následne sú v ïal¹ej kapitole popísané
a na motivaèných príkladoch predvedené dva matematické modely, jeden základný a druhý
u¾ s implementovanými údajmi popisnej ¹tatistiky.
Výpoèty boli realizované v prostredí modelovacieho systému GAMS (General Algebraic




Teória grafov je èas» diskrétnej matematiky, ktorá sa pou¾íva na zobrazenie matematickej ¹t-
ruktúry a vz»ahov medzi objektami, ktorými sú v prípade tejto bakalárskej práce vzdialenosti
medzi obcami s roz¹írenou pôsobnos»ou (ORP) a tok odpadu medzi jednotlivými ORP.
V následujúcej kapitole sú uvedené základné pojmy z teórie grafov, s ktorými sa ïalej v texte
pracuje. Pri písaní tejto èasti bolo èerpané z [2], [5], [7] a [11].
Denícia 2.1. Neorientovaný graf je trojica G = (V,E, ε) tvorená koneènou mno¾inou
V , ktorej prvky nazývame vrcholy, koneènou mno¾inou E, ktorej prvky nazývame neoriento-
vanými hranami a zobrazením ε oznaèovaným ako vz»ah incidencie. Toto zobrazenie priraïuje
ka¾dej hrane e ∈ E jednoprvkovú alebo dvojprvkovú mno¾inu vrcholov hrany. Ak je ε(e) jed-
noprvková mno¾ina, je hrana nazývaná neorientovanou sluèkou( obr.2.1(b)).
Denícia 2.2. Orientovaný graf je trojica G = (V,E, ε) tvorená koneènou mno¾inou
V , ktorej prvky nazývame vrcholy, koneènou mno¾inou E, ktorej prvky nazývame oriento-
vanými hranami a zobrazením ε : E → V 2, nazývaným vz»ah incidencie. Toto zobrazenie
priraïuje ka¾dej hrane e ∈ E usporiadanú dvojicu vrcholov ε(e) = (x, y) ∈ V 2. Vrchol x je
poèiatoèným vrcholom hrany e, vrchol y je koncovým vrcholom hrany e (obr.2.1(a)).
(a) Orientovaný graf (b) Neorientovaný graf
Obr. 2.1: Gracké znázornenie grafov
Denícia 2.3. Povieme, ¾e graf G = (V,E) sa nazýva úplný, keï pre ka¾dé dva uzly x, y ∈ V ,
kde x 6= y, existuje aspoò jedna hrana e, ktorá ich spája.
Denícia 2.4. Bipartitný graf je graf, ktorého mno¾inu vrcholov vieme rozdeli» na dve èasti,
prièom z ka¾dého vrcholu jednej èasti, ide hrana iba do vrcholu druhej èasti a naopak. Pokiaµ
ide z ka¾dého vrcholu jednej èasti hrana do ka¾dého vrcholu druhej èásti, hovoríme o úplnom
bipartitnom grafe obr 2.2.
Denícia 2.5. Graf ku ktorého hranám sú priradené nejaké èíselné hodnoty, nazývame Ohod-
notený graf alebo sie». Týmto hodnotám sa hovorí då¾ky, váhy alebo tie¾ ceny. Zbrazenie
a : E → R, ktoré priraïuje hranám ich hodnoty, nazývame ohodnotením hrán.
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Obr. 2.2: Úplný bipartitný graf
Reprezentácia grafov Grafy sa znázoròujú v rovine, kde sa vrcholom grafov priradia
body roviny a hrany sa znázoròujú spojnicou príslu¹ných bodov. V prípade orientovaných
grafov je orientácia hrany vyznaèená ¹ípkou v smere od poèiatoèného ku koneènému vrcholu
2.1. Okrem geometrických prostriedkov sa dajú k popisu grafov vyu¾i» aj matice.
Pøíklad 2.6. Matica vzdialenosti z motivaèného modelu, 5.1.2.
A =

0 55 93 75
55 0 52 87
93 52 0 43
75 87 43 0

Denícia 2.7. Nech G = (V,E, ε) je orientovaný graf bez sluèiek. V prípade pevne zvoleného
poradia vrcholov a hrán, je mo¾né grafu G priradi» maticu incidencie predpisom
ai,j =

−1 ak vi je poèiatoèným vrcholom hrany, ej
1 ak vi je koncovým vrcholom hrany, ej
0 v ostatných prípadoch.
Denícia 2.8. Sie» je ¹tvorica (G, z, s, w) kde G je orientovaný graf, vrcholy z, s ∈ V (G) sú
zdroj a spotrebiè a w : E(g)→ R je kladné ohodnotenie hrán, nazývané kapacita hrán.
Denícia 2.9. Tokom v sieti G, kde G je orientovaný graf, rozumieme také ohodnotenie
w : E(g)→ R, ktoré pre ka¾dý vrchol v ∈ V (G) spåòa:







Tzn. prítok do ka¾dého uzla odpovedá odtoku z tohoto uzlu okrem zdroja, kde tok vzniká,
a spotrebièa, v ktorom rovnaké mno¾stvo odpadu zaniká.
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3 Optimalizácia
Optimalizácia je oblas» matematiky, ktorá sa prudko vyvíjala v období druhej svetovej vojny,
odvtedy je medzi inými pou¾ívaná najmä vo vojenskej a priemyselnej oblasti. Lineárne prog-
ramovanie a optimalizácia získali svoju popularitu najmä vïaka schopnosti popísa» veµké a
komplexné problémy a schopnosti tieto problémy rýchlo a efektívne rie¹i» pou¾itím moder-
ných metód a poèítaèov. V nasledujúcej kapitole sú vysvetlené niektoré zo základných pojmov
optimalizácie a lineárného programovania na základe zdrojov [4], [10], [6], [3].
3.1 Základy optimalizácie
Denícia 3.1. V¹eobecne je optimalizaèná úloha formulovaná v tvare:
min f(x) (3.1)
za podmienky
g(x) ≤ 0 (3.2)
kde x = (x1, x2, .., xn)T je vektor dimenzie n, a xj, j = 1, .., n sú tzv. rozhodovacie premenné,
f : Rn → R je úèelová funkcia, ktorej extrém hµadáme. Funkcie g : Rn → Rm nazveme
obmedzujúcimi podmienkami. Potom mno¾ina X = {x|g(x) ≤ 0} je oznaèovaná ako mno¾ina
prípustných rie¹ení.
Klasikácia extrémov funkcie Extrémom funkcie rozumieme bod, v ktorom má funkcia
svoje maximálne alebo minimálne hodnoty v rámci okolia tohto bodu. O existencii extrému
funkcie hovorí Weierstrassova veta:
Veta 3.2. Ka¾dá spojitá funkcia f(x)denovaná na kompaktnej (ohranièenej a uzavretej)
mno¾ine X ⊂ Rn, má na nej maximálnu aj minimálnu hodnotu.
Denícia 3.3. Povieme, ¾e funkcia f : Rn → R má v bode x0 ⊂ Rn lokálne maximum (resp.
lokálne minimum) práve vtedy, keï existuje èisté okolie O(x0)−{x0} také, ¾e O(x0)−{x0} ∈
Domf a zároveò pre ∀x ∈ O(x0)− {x0} platí:
f(x) ≤ f(x0), (3.3)
resp.f(x) ≥ f(x0).
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Analogicky je denované ostré lokálne maximum (resp. ostré lokálne minimum), pre ktoré
platí: f(x) < f(x0), resp.f(x) > f(x0).
Denícia 3.4. Povieme, ¾e funkcia f : Rn → R má v bode x0 ⊂ Rn globálne maximum
(resp. globálne minimum), práve keï ∀x ∈ Domf − {x0} platí:
f(x) ≤ f(x0) resp. f(x) ≥ f(x0). (3.4)
Analogicky pre ostré globálne maximum (resp. ostré globálne minimum), platí: f(x) < f(x0),
resp.f(x) > f(x0).
Denícia 3.5. Mno¾inaX ⊆ Rnsa nazýva konvexná, ak
∀x, y ∈ X, ∀λ ∈ 〈0, 1〉 : λx+ (1− λ)y ∈ X. (3.5)
Mno¾ina {λx+ (1− λ)y|0 ≤ λ ≤ 1}tvorí úseèku spájajúcu body x a y.
Mno¾ina je teda konvexná, ak s ka¾dými dvoma bodmi obsahuje úseèku, ktorá ich spája.
Denícia 3.6. Majme reálnu funkciu f : X → R, kde X ⊂ Rn je neprázdna konvexná
mno¾ina. Povieme, ¾e f je konvexná funkcia na X práve vtedy, keï pre ka¾dé dva body x1, x2
z mno¾iny X a pre µubovoµné λ, 0 ≤ λ ≤ 1 platí:
f(λx1 + (1− λ)x2) ≤ λf(x1) + (1− λ)f(x2). (3.6)
Funkcia je teda konvexná, pokiaµ jej graf le¾í pod µubovoµnou seènicou.
Denícia 3.7. Povieme, ¾e úloha f(x) je úlohou konvexného programovania práve vtedy, keï
X je konvexná mno¾ina a f(x) je konvexná funkcia na X.
Veta 3.8. Nech S ⊂ Rn je neprázdna konvexná mno¾ina a f : S → R je konvexná funkcia
na S. Ak je xmin bodom lokálneho minima funkcie f , potom je tie¾ bodom globálného minima
f .
3.2 Lineárne programovanie
Denícia 3.9. V¹eobecnou úlohou lineárneho programovania nazývame úlohu minimalizo-




{cTx|Ax ≤ b,x ∈ X}, (3.7)
Ïalej predpokladáme, ¾e mno¾ina prípustných rie¹ení X 6= ∅.
Úlohy lineárneho programovania majú mnoho zápisov a zápis pou¾itý v denícii je len






V¹etky úlohy lineárneho programovania do tohto tvaru vieme previes» pomocou pou¾i-
tia doplnkových premenných (na vytvorenie rovností z nerovností), úlohu hµadania maxima
prevedieme na úlohu hµadania minima vynásobením pôvodnej úèelovej funkcie èíslom −1:
(f(x)→ max)(−1) = −f(x)→ min.
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Mno¾inamathbfX, ktorej prvky sú rie¹ením úlohy lineárneho programovania, je konvexná
polyhedrická mno¾ina, vïaka èomu na rie¹enie úloh linaárneho programovania mô¾eme pou¾i»
simplexovú metódu [10]
3.3 Nelineárne programovanie
Denícia 3.10. V¹eobecná úloha nelineárneho programovania má tvar:
min
x
{f(x)|g(x) ◦ 0,x ∈ X}, (3.8)
kde f : Rn → R, g : Rn → Rm , a hodnoty premenných x = (x1, x2, ..., xTn ) majú hodnoty
z mno¾iny prípustných rie¹ení X ⊂ Rn , a ◦ ∈ {≤≥=}m .
V nelineárnom programovaní mô¾eme pou¾i» obdobné úpravy ako v lineárnom programo-
vaní.
Denícia 3.11. ©peciálnym príkladom nelineárneho programovania je kvadratické progra-
movanie, ktoré zapisujeme v tvare
min
x
{xTHx + cTx|Ax ≤ b,x ∈ X}, (3.9)
kde hodnoty premenných x = (x1, x2, ..., xTn ) majú hodnoty z mno¾iny prípustných rie¹ení
X ⊂ Rn . Matica H je kon¹tantná symetrická matica, ktorá urèuje kvadratickú èas», a vektor
c lineárnu èas» modelu.
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4 ©tatistika
Popisná ¹tatistika je disciplína, ktorá sa zaoberá zberom, spracovaním a prezentáciou analy-
tických dát. Poskytuje výsledky, ktoré výsti¾ne popisujú skupinu dát. Medzi najpou¾ívanej¹ie
prvky popisnej ¹tatistiky patrí aj ni¾¹ie spomenutý a v texte pou¾itý aritmetický priemer,
rozptyl a smerodajná odchýlka. Táto kapitola je napísana na základe zdrojov [9], [13] a [1].
Denícia 4.1. Postupnos» nezávislých rovnako rozdelených náhodných velièín X1...Xn sa
nazýva prostý náhodný výber. Èíslo n je rozsah výberu.







kde x je najlep¹í nestranný konzistentný odhad strednej hodnoty E(X) = µ náhodného
výberu. Tie¾ je pou¾ívaný názov Výberový priemer.









i∈I vi = V .
Vá¾ený priemer je podobný aritmetickému priemeru a¾ na to, ¾e namiesto toho aby v¹etky
dáta mali rovnakú váhu vi , niektoré dáta ovplyvnia priemer viac (majú väè¹iu váhu vi) a iné
menej (majú men¹iu váhu vi).
Vlastnosti strednej hodnoty Stredná hodnota kon¹tanty
E(c) = c
Stredná hodnota pre súèin
E(cX) = cE(X)
E(a+ bX) = a+ bE(X)
Stredná hodnota súètu dvoch náhodných velièín
E(X + Y ) = E(X) + E(Y )








(xi − x)2, (4.3)
s2 je najlep¹í nestranný konzistentný odhad parametra D(X) = σ2 náhodného výberu.






vi(xi − x)2, (4.4)
kde
∑
i∈I vi = V .






















































i − x2 (4.5)
Kde
∑
i∈I vi = V .
Tento tvar pre výpoèet rozptylu bude pou¾itý pri tvorbe matematického modelu v kapitole
5.2.






Na zistenie nákladov jednotlivých obcí vytvoríme najskôr jednoduchý matematický model na
výpoèet celkových minimálnych nanèných nákladov ¹tyroch spolupracujúcich OPR za prevoz
a spracovanie odpadu. Zistíme náklady odpadu medzi OPR za predpokladu, ¾e poznáme
interval v ktorom sa pohybujú roèné náklady na prevoz a spracovanie. Poznáme produkciu
odpadu v OPR, mno¾stvo spracovaného odpadu v jednotlivých OPR, cenu za spracovanie,
cenu za prevoz a vzdialenosti medzi OPR. Túto úlohu vyrie¹ime len ako motivaènú, zo ¹tyrmi
uzlami. Pou¾ité parametre, sú apoximáciou skutoèných vzdialeností, nákladov a produkcie.
5.1.1 Oznaèenie
Na zostavenie matematického modelu musíme zavies» znaèenie pre mno¾iny, parametre a pre-
menné a popísa» ich funkciu v modeli.
Mno¾iny
i, j ∈ I jednotlive ORP, mno¾ina uzlov
Parametre
vi,j vzdialenos» medzi jednotlivými OPR v km
pi mno¾stvo vyprodukovaného odpadu v jednotlivých ORP v t
wj mno¾stvo spracovaného odpadu v jednotlivých ORP v t
nmini minimálne zaznamenané náklady v Kè/t
nmaxi maximálne zaznamenané náklady v Kè/t
ct cena za prevoz v Kè/km/t
cw cena spracovania v Kè/t
Premenné
z úèelová funkcia (celkové náklady v Kè/t)
xi,j mno¾stvo prepraveného odpadu medzi ORP v t
ni náklady jednotlivých ORP v Kè/t
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5.1.2 Matematický model




















xi,j, ∀j ∈ I, (5.4)
nmin ≤ ni ≤ nmax, ∀i ∈ I, (5.5)
Pomocou tohto modelu mô¾eme zisti» náklady, ktoré má daná ORP za prevoz a spra-
covanie odpadu z pôvodného intervalu za predpokladu, ¾e minimalizujeme celkové náklady
v¹etkých ORP a zistíme aj to, aké mno¾stvo odpadu xi,j sa medzi ORP prepraví.
Rovnica (5.2) popisuje náklady jednotlivých ORP ako súèet ceny za prevoz a za spracova-
nie odpadu. Cena za prevoz je súèinom vzdialenosti ORP, medzi ktorými odpad prepravujeme,
prepraveného mno¾stva a ceny za prevoz jednej tony na jednom kilometri. Cena za spracova-
nie je súèinom spracovaného mno¾stva a ceny za spracovanie jednej tony.
Rovnica (5.3) vyjadruje, ¾e celkové mno¾stvo odpadu vyprodukované vo v¹etkých ORP je
rovné celkovému mno¾stvu odpadu odvezeného zo v¹etkých ORP. Rovnica (5.4) vyjadruje,
¾e mno¾stvo odpadu spracovaného vo v¹etkých ORP je rovné mno¾stvu odpadu, ktoré do
v¹etkých ORP privezieme. Rovnice (5.3) a (5.4) by spolu mali nahrádza» bilanènú rovnicu,
èi¾e zaruèi», aby v nejakom uzle nezostal nespracovaný odpad, ak bol v uzle vyprodukovaný
alebo bol do uzlu privezený.
Podmienka (5.5) vyjadruje, ¾e náklady ORP musia by» vo vopred urèenom intervale.
Najprv je model predvedený na men¹om motivaènom príklade, v ktorom máme len ¹tyri
obce a ceny prevozu a spracovania sú v ka¾dej z nich rovnaké, ale ako uvidíme na reálnych
dátach, aj tieto ceny sa mô¾u meni». Kon¹tantá cena spracovania je cw = 900 kè/t a cena
prepravy je ct = 4 kè/t/km. V obciach je známy poèet obyvateµov a na zaèiatok bola priemerná
produkcia odpadu v ka¾dej obci rovnaká a to 200kg/osoba za rok a celkovo sa v modeli
vyprodukuje len toµko odpadu koµko sa v òom dá spracova». Vzdialenosti medzi uzlami sú na











Obr. 5.1: Ohodnotený graf: Vzdialenosti medzi obcami v kilometroch
ORP è. Poèet ob. pi [t] wj [t] nmini [Kè/t] n
max
i [Kè/t]
v1 1000 200 2750 700 1200
v2 20000 4000 1000 700 1200
v3 5000 1000 534 700 1200
v4 1100 220 1136 700 1200








Obr. 5.2: Výsledný tok odpadu v prvej úlohe
Tieto vstupné hodnoty sú následne spracované programom GAMS. Získame výsledný tok
medzi uzlami i a j , ktorý vieme zobrazi» v orientovanom ohodnotenom grafe 5.2 , v ktorom
hodnota úseèky oznaèuje mno¾stvo odpadu prepraveného z uzla i do uzla j v tonách. Z grafu
tie¾ mo¾no vyèíta» ¾e ORP sú v takomto prípade skutoène veµmi ekonomické, spracujú v¹etok
svoj odpad, ktorý im umo¾òuje spracova» kapacita zariadenia, ktoré sa v obci nachádza, a
zvy¹ný opad prepravujú po èo najkrat¹ej hrane, aby boli aj náklady za prepravu minimálne.
Výsledné náklady jednotlivých ORP sú ni = (900; 1079, 4; 980, 15; 900)T a výsledná hodnota
úèelovej funkcie z = 3860Kè/t.
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5.2 Model na zistenie nanèných nákladov na úrovni
ORP
Model upravíme, tak aby sme v òom zahrnuli aj rovnice popisnej ¹tatistiky, aby sme ho potom
aplikovali na reálne dáta dostupné z Institutu pro udr¾itelný rozvoj mìst a obcí [8], ktoré boli
získane z reálnych nákladov obcí v roku 2014. Je v¹ak evidentné, ¾e prvý model treba okrem
pridania parametrov priblí¾i» realite.
Predpoklad, ¾e jednotlivé ORP (alebo obce) spolupracujú, toti¾ nie je reálny, preto zme-
níme úèelovú funkciu. Ako vhodnej¹ie a reálnej¹ie sa ukázalo vytvori» poèiatoèný odhad ná-
kladov jednotlivých OPR, ktorému sa bli¾¹ie venujem v kapitole 7, a minimalizova» kvadrát
odchýlky od tohto odhadu. Z modelu teda nebudú výstupom len výsledné náklady, ale aj ich
odchýlka od poèiatoèného odhadu.
Pri ïal¹om spracovaní dát sme zistili, ¾e predchádzajúci model, a to konkrétne rovnice
(5.3) a (5.4), nevyhovujú na¹ím novým po¾iadavkám. Keï toti¾ zmeníme prepoklad, ¾e cena
spracovania je parameter, na premennú, tak tieto dve rovnice nezabránili tomu, aby sa odpad
neprepravoval cez dva uzly. Následne náklady na jeho spracovanie neboli priradené k nákladom
uzlu, z ktorého pochádza, ale k nákladom uzlu, cez ktorý bol odpad prevezený, èo spôsobilo
to, ¾e v uzloch boli veµmi odli¹né ceny spracovania.
Pomocou incidenènej matice (2.7) vieme vytvori» rovnicu bilancie uzla, ktorá prbú èas»
problému úspe¹ne vyrie¹i. Av¹ak zatiaµ èo prvý model je spravený systémom uzol-uzol, in-
cidenèná matica pracuje s uzlami a hranami. Z tohto dôvodu vytvoríme nový model. Zatiaµ
èo prvý model pou¾íva oznaèenie i a j pre dva rôzne uzly, druhý model pou¾íva index i na
oznaèenie uzlov a index j je pou¾ívaný na oznaèenie hrán medzi uzlami. Namiesto matice
vzdialeností budeme pou¾íva» vektor vzdialeností a incidenènú maticu. Druhú èas» problému
sme o¹etrili tým, ¾e sme obmedzili interval, v ktorom sa musia ceny za spracovanie nachádza».
5.2.1 Oznaèenie
Kvôli zmene v oznaèení jedinej mno¾iny v prvom modeli, uvedieme oznaèenie nového modelu.
Mno¾iny
i ∈ I mno¾ina uzlov (ORP)
j ∈ J mno¾ina hrán
o ∈ O mno¾ina intervalov podµa poètu obyvateµov




Bk,i matica príslu¹nosti ku kraju
Co,i matica príslu¹nosti do intervalu poètu obyvateµov
Ej,i pomocná matica
Fi pomocný vektor
vj då¾ka hrany j
pi mno¾stvo vyprodukovaného odpadu v jednotlivých ORP v t
nmini minimálne náklady v Kè/t
nmaxi maximálne náklady v Kè/t
rmini minimálne náklady na spracovanie v Kè/t
rmaxi maximálne náklady na spracovanie v Kè/t
ct kon¹tantná cena presunu Kè/km/t
Kmaxi maximálna kapacita zpracovania v uzle i v t
no priemerné náklady ORP s rovnakým poètom obyvateµov v Kè/t
nk priemerné náklady ORP v rovnakom kraji v Kè/t
so smerodajná odchýlka nákladov ORP s rovnakým poètom obyvateµov v Kè/t
sk smerodajná odchýlka nákladov ORP v rovnakom kraji v Kè/t
ni poèiatoèný odhad nákladov jednotlivých ORP v Kè/t
Premenné
xj mno¾stvo vyu¾iteµného odpadu po hrane v t
εi odchýlka od priemerných zistených nákladov v Kè/t
nvi výsledné náklady jednotlivých ORP v Kè/t
si cena zpracovania v itej ORP v Kè/t
sj cena zpracovania na hrane j v Kè/t
wi spracované mno¾stvo odpadu v uzle i v t
z z hodnota uèelovej funkcie v Kè/t
α1(o) pomocná relaxaèná premenná
α2(o) pomocná relaxaèná premenná
α3(k) pomocná relaxaèná premenná
V mno¾ine I je ka¾dý uzol zaznamenaný dvakrát: raz ako zaèiatok a raz ako koniec
hrany, ide teda o úplný bipartitný graf 2. Keï¾e poznáme cenu spracovania v koneènom uzle,
pou¾ijeme pomocnú maticu Ej,i na to, aby sme spojili koneèný uzol a cenu spracovania v
òom s cenou spracovania na hrane. Zaruèuje teda, ¾e cena spracovania je v danom zariadení
rovnaká pre v¹etky ORP, ktoré tam odpad privezú.
ei,j =
{
1 pre i, ktoré je koncom hrany j ,
0 pre i, ktoré nie je koncom hrany j.
Pomocný vektor Fi pou¾ijeme na zistenie nákladov v i.
fi =
{
1 pre ako zaèiatok hrany,





1 pre i ∈ K,
0 inak.

















s.t. nvi = ni + εi ∀i ∈ I (5.7)
nmin ≤ nvi ≤ nmax, ∀i ∈ I (5.8)
rmini ≤ nwi ≤ rmaxi , ∀i ∈ I (5.9)
wi ≤ Kmaxi , ∀i ∈ I (5.10)




(ai,jxj)− si = 0, ∀i ∈ I, ∀j ∈ J (5.12)






−aj,ixjsj), ∀i ∈ I, ∀j ∈ J (5.13)













, ∀i ∈ I, ∀k ∈ K (5.15)








2 − (no + α1(o))2, ∀i ∈ I, ∀o ∈ O (5.16)








2 − nk2, ∀i ∈ I, ∀k ∈ K (5.17)
V úèelovej funkcii (5.6) minimalizujeme kvadrát odchýliek od poèiatoèného odhadu ná-
kladov. Druhý model u¾ nie je úlohou lineárneho programovania ale nelineárneho. Pomocné
premenné sú vynásobené kon¹tantou M , ktorá predstavuje nejakú veµkú hodnotu. Týmto za-
bezpeèíme, ¾e model bude na prvom mieste relaxova» obmedzenie a a¾ tak minimalizova»
odchýlku od strednej hodnoty εi.
Rovnica (5.7) popisuje, ¾e nvi sú súèet poèiatoèného odhadu a odchýlky, ktorú minimali-
zujeme v úèelovej funkcii. Rovnica (5.8) je toto¾ná s rovnicou (5.5). V (5.9) hovorí, ¾e cena
spracovania je z istého realistického intervalu. Kapacitná podmienka (5.10) zaruèuje to, ¾e v
uzle spracujeme najviac toµko, koµko umo¾nuje kapacita zariadenia.
V (5.11) pou¾ívame pomocnú maticu Ei,j, ktorá zaruèuje to, ¾e cena zpracovania na hrane
bude rovnaká ako cena spracovania v koneènom uzle, a to pre v¹etky hrany, ktoré do tohto uzla
vedú. Dôsledkom toho je cena spracovania rovnaká pre v¹etky ORP, ktoré v danom zariadení
15
spracúvajú odpad. Bilancia uzla (5.12) zaruèuje, ¾e v¹etok odpad, ktorý uzol vyprodukuje
alebo sa doòho (z neho) privezie, sa musí v danom uzle spracova».
V rovnici (5.13) su vyjadrené celkové výsledné náklady v korunách ako súèet nákladov na
prepravu po hrane j a nákladov za spracovanie na hrane j z rovnice (5.11), vektor Fi zaruèí,
¾e výsledné náklady ka¾dého uzla i zapoèítame len raz, a to ako pre pôvodcu odpadu. Keï¾e
poznáme len náklady na tonu, vynásobili sme ich produkciou v uzli a získali sme celkové
náklady .
Rovnica (5.14) a (5.15) je aplikovaný vá¾ený priemer (4.2), kde produkcia v uzli slú¾i ako
váha.
V rovniciach 5.16 a 5.17 sme rozptyl výsledných nákladov pre kraj, a pre interval poètu
obyvateµov, vyjadrili pomocou (4.5) a ako váhu sme pou¾ili produkciu v uzli.
Vytvoríme teda príklad so ¹tyrmi uzlami, s troma rôznymi skupinami uzlov podµa poètu
obyvateµov a s dvoma myslenými krajmi, ako mô¾eme vidie» na obrázku ni¾¹ie. Krú¾ky rovna-
kej farby zobrazujú ORP s rovnakým poètom obyvateµov a uzly, ktoré sú spolu v obdå¾niku,
zobrazujú ORP v jednom kraji.
Obr. 5.3: Druhý model: s rozdelením na kraje a poèty obyvateµov
Pou¾ijeme ten istý príklad ako v 5.1.2 , tak¾e vzdialenosti aj minimálne a maximálne
náklady zostanú rovnaké. Ako poèiatoèný odhad sme pou¾ili výsledné hodnoty ni z predchá-
dzajúceho príkladu, ktoré sme zaokrúhlili a posunuli o +5kè/t. Za priemery a smerodajné
odchýlky sme polo¾ili hodnoty vypoèítané z pôvodných nákladov. Interval, v ktorom sa na-
chádza cena za spracovanie, sme urèili ako kon¹tantnú hodnotu ceny spracovania v prvom
modeli ±50. Doplnené údaje sú uvedené v tabuµkách 5.2-5.4







1 2850 905 500 1500 800 1000
2 1100 1085 500 1500 800 1000
3 634 985 500 1500 800 1000
4 1236 905 500 1500 800 1000
Tabuµka 5.2: Vstupné parametre
Tieto hodnoty sú následne spracované programom GAMS. Získame výsledný tok hranou j,
ktorý zase zobrazíme orientovaným ohodnoteným grafom obr.(5.4), v ktorom hodnota úseèky
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Tabuµka 5.3: Vstupné hodnoty pre skupiny obyvateµov
k nk [Kè/t] sk [Kè/t]
1 1071 1453
2 966 943
Tabuµka 5.4: Vstupné hodnoty pre kraje
oznaèuje mno¾stvo odpadu prepraveného hranou j v tonách. Pomocná premenná α1 bola pou-
¾itá na relaxáciu úlohy, na vyvá¾enie faktu, ¾e je v úlohe malý poèet uzlov a veµa premenných.
Jej hodnoty su v¹ak malé α1(o) = (−2, 7 ·10−4,−6, 59 ·10−5,−8, 67 ·10−7), ide prevdepodobne
o chyby spôsobené zaokrúhlením pri tvorbe úlohy, a pri zaokrúhleni na dve desatiné miesta
je nulová. Ïal¹ie relaxaèné premenné, ktoré sú popísané v modeli, sme nepou¾ili. Výsledné
náklady jednotlivých ORP sú zobrazené v tabuµke (5.4) a výsledná súèet kvadrátu odchyliek
je z = 99, 92 [kè/t].
ORP è. nvi [Kè/t] εi [Kè/t] ri [Kè/t] wi [t]
1 900,36 -4,64 850 2741,80
2 1079,39 -5,61 850 985,89
3 980,11 -4,90 850 634,00
4 900,22 -4,78 850 1058,32
Tabuµka 5.5: Výsledné premenné v druhom modeli
Program teda chybu pribli¾ne 5 kè/t detekoval. Z grafu (5.4) je si mo¾né v¹imnú», ¾e nasta-
venie optimálnej ceny na minimum tohto intervalu zapríèinilo to, ¾e pre optimálnu výchylku
εi bolo potrebné odpad prevá¾a», aby sa zvý¹ili náklady. To mô¾e ma» niekoµko príèin:
• Predpoklad kon¹tantnej ceny za prepravu nezodpovedá skutoènosti. Na o¹etrenie tohto
problému by bolo potrebné zmeni» cenu prepravy z kon¹tantnej na nejakú lineárnu
funkciu, alebo rie¹i» obmenu zvozovej úlohy. To v¹ak nie je úlohou tejto bakalárskej
práce, ale je to jedna z mo¾ností budúceho roz¹írenia.
• Odhad poèiatoèných nákladov, ktoré boli získané na základe predpokladu spolupráce















Obr. 5.4: Výsledný tok prvej úlohy pri pou¾ití druhého modelu
• Rovnaký interval pre cenu spracovania nákladov vo v¹etkých uzloch spôsobil, ¾e keï
bola cena za spracovanie v¹ade urèená rovnaká (najni¾¹ia), bolo potrbné na zvý¹enie
nákladov prepravova» odpad aj po dlhých hranách, ako je hrana medzi uzlom v1 a
v3, ktorá v predchádzajúcom modeli nie je pou¾itá. Aby sa tento jav nezopakoval aj pri
skutoèných dátach, vynásobili sme hodnoty smini a s
max
i keocientom Θ. Tento koecient
je popísaný v nasledujúcej kapitole.
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6 Aplikácia na ORP
Najväè¹ie mno¾stvo informácii o skutoèných nákladoch obcí na zvoz a spracovania komu-
nálneho aj triedeného odpadu poskytuje IMURO a VISOH. Tieto informácie sú obsiahnuté
v projekte: Hodnotenie nákladov na hospodárenie s komunálnym odpadom v obciach ÈR {
aktualizácia 2015 ([8]), ktorý bol vytvorený IMURO a VISOH s cieµom poskytnú» obciam pra-
videlné porovnanie nákladov a výkonu v hlavných procesoch OH v rámci celej ÈR a informácie
k oèakávanému vývoju nákladov komunálnych odpadových slu¾ieb, za úèelom optimalizácie
hospodárenia s odpadmi na úrovní obcí.
Z uvedeného projektu sme získali interval v ktorom sa náchadzajú náklady jednotlivých
ORP, priemer a smerodajná odchýlka pre kraje a poèty obyvateµov. Hodnoty sme aplikovali
na úrovní ORP do modelu 5.2. Za poèiatoèný odhad nákladov sme zvolili strednú hodnotu
intervalu , v ktorom sa náklady ORP nachádzajú. Interval pre náklady na spracovanie bol na




Predpokladáme teda, ¾e krajoch z vy¹¹ím priemerom celkových nákladov, je aj vy¹¹ia cena
za spracovanie, vyhneme sa tým problému, ktorý vznikol v motivaènom príklade 5.2. Tento
interval je celkom veµký, a preto výsledny nebudú presné, model je v¹ak pripravený na dolòanie
dal¹ích známich informácii. Ostatné pou¾ité parametre boli poskytnuté z dát z ÚPI.
Model bol aplikovaný na komunálny zmie¹aný odpad (SKO), preto¾e je najviac ovlyvnený
novelou zákona [12] a zároveò má najviac mo¾ností budúceho vyu¾itia. V niektorých krajinách
Európy sa z vyprodukovaného SKO zrecykluje viac ako 50% a ÈR by sa mala k tomuto èíslu
do roku 2024 nielen priblí¾i», ale odhady do roku 2024 ukazujú, ¾e sa zrecykluje 90% papiera
a skla a 50% plastového odpadu a väè¹ina zvy¹ného odpadu bude energetický spracovaná. To
bude nielen energeticky a ekologicky, ale najmä ekonomicky výhodné. Na to, aby bol mo¾ný
odhad tohto ekonomického vylep¹enia, je potrebné pozna» momentálne náklady, ktoré obce
majú, pokiaµ sa tento odpad nevyu¾ije.
Poèet obyvateµov v jednotlivých ORP sme aproximovali pomocou dát z ÈSU a priradili
ich do skupín poètu obyvateµov podµa intervalov v [8]. Ale vzhµadom na to, ¾e v [8] sú tieto
intervaly vytvorené pre poèet obyvateµov obce a nie ORP, potrebovali sme pou¾i» α1. Ostatné
dve pomocné premenné, ktoré sú vyu¾ité na výpoèet rozptylu boli pou¾ité tie¾.Výsledky
modelu sú zobrazené na obr. 6.1 a¾ 6.3.
Z grafu 6.1 , vidíme, ¾e výsledné náklady (za spracovanie a prevoz) na tonu sa pohy-
bujú v intervale stanovenom IMURO-m, ale nie sú z normálneho rozdelenia, najmä kvôli
veµkému mno¾stvu hranièných hodnôt. Práve ORP, ktorých náklady sa nachádzajú v inter-
vale (3556− 3830 >, majú ekonomickú motiváciu zmeni» spôsob spracovania SKO a prejs» k
iným mo¾nostiam nakladania s odpadom, ako sú recyklácia a energetické vyu¾itie.
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Obr. 6.1: Histogram výsledných nákladov jednotlivých ORP
Na grafe 6.2 mô¾eme pozorujeme, ¾e len málo hodnôt sa nezmenilo vôbec. Väè¹ina hodnôt
sa zmenila v rozpätí 100 a¾ 200|. Vzhµadom na to, ¾e v modeli bola aktívna podmienka
(5.15) znamená to, ¾e sa hodnoty výsledných nákladov riadili najmä touto podmienkou. Je to
dôvodom preèo bola aktívna α3, ktorá je v tomto prípade záporna a porovnateµne veµká ako
samotné rozptyly. Výsledná smerodajná odchýlka pre rozdelenie krajov teda vy¹la omnoho
men¹ia ako v [8], je to spôsobené tým, ¾e výsledné náklady sa hýbali prioritne k priemerným
hodnotám nk. Takto sa výsledné rozptyly pre kraje pohybujú rádovo v stovkách namiesto
tisícoch. Dal¹ím dôvodom je aj to, ¾e interval, v ktorom sa pohybujú hodnoty jednotkových
nákladov, je men¹í ako interval, v ktorom sa pohybujú hodnoty pre v¹etky obce.
Obr. 6.2: Histogram epsilonových hodnôt
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Obr. 6.3: Závislos» naplnenia strediska od ceny spracovania
Pri smerodajných odchýlkach obcí, sa α2 pohybovala v stovkách, èi¾e bola porovnate-
µná s veµkos»ou samotných smerodajných odchýliek, ale to bolo oèakávateµné, vzhµadom na
aproximáciu jednotlivých ORP na obce.
V grafe závislosti ceny spracovania èervené èiary vyznaèujú interval, vo vnútri ktorého
sa pohybujú ceny spracovania v ÈR. Väè¹ina cien spracovania sa v¹ak nachádza mimo tento
interval, sú a¾ dvojnásobne väè¹ie ako je priemer. Je to spôsobené tým, ¾e cena spracovania
a cena za prevoz medzi jednotlivými ORP nezahàòa v¹etky náklady, ktoré v skutoènosti obce
majú, ako sú najmä náklady na zvoz v obciach a následne v rámci ORP. Pri aplikácii na
úrovní obcí u¾ budú zahrnuté aj tieto náklady, a tento problém bude upravený.
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7 Mo¾nosti ïal¹ieho vývoja
V náväznosti na aplikáciu na reálnych dátach sa ponúkajú ïal¹ie mo¾nosti vývoja modelu,
ktoré presahujú rozsah tejto práce.
7.1 Aplikácia na obce
Model 5.2 by v budúcnosti bolo vhodnej¹ie aplikova» na obce. V takom prípade sa zvý¹il poèet
prvkov mno¾iny I.
Poèet obyvateµov by u¾ nebol aproximáciou a v¹etky pomocné premenné u¾ nebudú po-
trebné, preto¾e informácie o poète obyvateµov budú presné.
Okrem zmeny v mno¾ine I nastane zmena aj v modeli samotnom. Zatiaµ èo produkciu
odpadu jednotlivých ORP vieme zisti» presne, pri aplikácii na samotné obce by sme vedeli
urèi» interval, v ktorom sa hodnota nachádza a priemer v skupine poètu obyvateµov, tak ako
je to momentálne pri nákladoch. Ïal¹ou zmenou by bol vznik novej mno¾iny L , v ktorej
by boli zaradené jednotlivé ORP, a s òou aj vznik matice Dl,i. Tak isto budeme potrebova»
informáciu o poète obyvateµov v obciach.
7.1.1 Oznaèenie v modeli s roz¹írením na obce
Do modelu by sme pridali tieto mno¾iny, parametre a premenné:
Mno¾iny
I mno¾ina uzlov - obcí
L mno¾ina ORP
Parametre
Dl,i matica príslu¹nosti do ORP
Bk,i matica príslu¹nosti do kraja
Co,i matica príslu¹nosti do intervalu poètu obyvateµov
pmaxi maximálne mno¾stvo vyprodukovaného odpadu v obci v t/obyv
pmini maximálne mno¾stvo vyprodukovaného odpadu v obci v t/obyv
po priemerná produkcia obcí s rovnakým poètom obyvateµov t/obyv
pk priemerná produkcia obcí v kraji t/obyv
Premenné
pi mno¾stvo vyprodukovaného odpadu v obciach t/obyv
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A obmedzujúce podmienky roz¹írime o rovnice (7.1),(7.2) a o podmienky zais»ujúce po a
pk ktoré sú obdobné ako (5.14), (5.15), (5.16) a (5.17), len náklady sú nahradené produkciou





pmin ≤ pi ≤ pmax (7.2)
7.2 Aplikácia na frakcie triedeného odpadu ako napr
bioodapad, separovaný plast papier a sklo
Na recyklovateµné odpady bude vhodnej¹ie aplikova» model na úrovná obcí. Zmenia sa len
hodnoty parametrov z [8], a vzhµadom na to, ¾e nemáme informácie o mno¾stve produkcie
triedeného odpadu, na úrovní obcí, nepou¾ijeme rovnicu (7.1).
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8 Záver
Cieµom tejto práce bolo vytvori» model na zistenie realných nanèných nákladov úrovní ORP,
analýzu výsledkov a nedostatkov tohto modelu. Tieto informácie mô¾u by» pou¾ité k ïal¹iemu
vývoju a analýze tohto modelu, ktorý pri aplikovaní na úrovní obcí, ako na komunálny odpad,
tak na separovateµné odpady, poskytne informácie o toku a nákladoch jednotlivých obcí na
zvoz a spracovanie odpadu, ktoré sú inak nedostupné.
V práci je najprv zhrnutý matematický aparát, ktorý je v ïal¹ích kapitolách vyu¾itý na
zostavenie matematického modelu, ktorý bol zostavený na rekon¹tukciu nanèných nákladov,
ktoré majú ORP za prevoz a spracovanie odpadu, a ïal¹ích údajov v oblasti OH. Tomuto
je venovaná kapitola 5.1, prièom pozornos» bola venovaná vysvetleniu základných rozdielov
vytvorených modelov a analýzu nevýhod 5.1.2.
V kapitole 6 je model 5.2 aplikovaný na skutoèné dáta na úrovni ORP, ktoré boli ap-
roximované na obce. Výsledky tohoto modelu sú zhrnuté v grafoch, ktoré su v texte slovne
okomentované.
Nedostatky aplikácie na úrovní obcí su následne zanalyzované a v kapitole 7.1 je modi-
kovaný model, ktorý rie¹i tieto nedostatky na úrovní obcí a tie¾ poskytuje mo¾nos» aplikácie
na triedený odpad.
Tento model mô¾e v budúcnosti slú¾i» ako podporný výpoètový systém, mô¾e odhad-
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ÈSU Èeský ¹tatistický úrad
GAMS General Algebraic Modeling System
IMURO Institut pro udr¾itelný rozvoj mìst a obcí
OH Odpadové hospodárstvo
ORP Obec s roz¹írenou pôsobnos»ou
ÚPI
VISOH Verejný informaènýho systém odpadového hospodárstva
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9 Zoznam príloh
CD s excelom s údajmi a programom v prostredí GAMS
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